Aufgabe 1: Hauptkomponentenanalyse (Eigenvert)

Gegeben sei ein zweidimensionaler Zufallsvektor X mit den Beobachtungen

x—1 x—3 X—3 undx—5
1 17 2 3757 3 075 4 3

a) Schatzen Sie die Autokorrelationsmatrix R, und die Autokovarianzmatrix C.., aus den Beobachtun-
genx;, ¢=1234.

b) Diagonalisieren Sie die Autokovarianzmatrix C,., d. h. bringen Sie sie in die Form EAE” mit EE” = I
und A = diag(A1,\2).

Losung
a) Esliegen M = 4 Beobachtungen z; vor. Die Autokorrelationsmatrix ergibt sich aus
Ryx = iE{XXH }
Tx — M 9

mit

und
xH = x*T

Die Schatzung von R, lautet

1/]1 1 9 10,5 9 1,5 25 15
4\ 1 1 10,5 12,25 1,5 0,25 15 9
44 28 |11 7
28 225 |7 5625
Zur Bestimmung der Autokovarianzmatrix wird zunachst der Mittelwert des stochastischen Prozesses
benotigt. Dieser berechnet sich zu

4
1 1 112 3
e S
=1
Die Schatzung der Autokovarianzmatrix lautet
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b)

Zur Diagonalisierung der Autokovarianzmatrix miissen zunachst die Eigenwerte bestimmt werden. Dies
erfolgt durch Losen des charakteristischen Polynoms:

2 -\ 1
det(Cyy — AI) = det
et(Coo )= de ([ 1 1,625—/\]>

= (2—-X)(1,625 — \) — 1 = A% — 3,625 + 2,25
20.
Daraus ergeben sich die beiden Eigenwerte A\; = 2,83 und \s = 0,795.
Zur Bestimmung der Eigenvektoren v; muss jeweils folgendes Gleichungssystem geldst werden:
(Cmc — )\iI)Vi =0
Far den Eigenwert A1 = 2,83 ergibt sich damit

—0,831111 + V12 = 0
V11 — 1,205’012 =0.

Dabei handelt es sich um ein unterbestimmtes Gleichungssystem, fiir das unendlich viele Losungen
existieren. Es wird daher der Eigenvektor mit der Lange eins bestimmt

[vil = /v + vy =1. (L1)

Mit Hilfe dieser Bedingung erhalt man den Eigenvektor

0,7695
V] = .
0,6386
Der Eigenvektor zu Ao = 0,795 lasst sich analog dazu aus folgendem Gleichungssystem bestimmen:
1,205v91 4+ v9g =0

v91 + 0,83v90 =0

[val| =1

Es ergibt sich

—0,6386
Vo = .
0,7695
Es ist zu erkennen, dass die Eigenvektoren v und v orthogonal zueinander sind.

Die Diagonalisierung der Autokovarianzmatrix lautet schlief3lich

Tr —

0,7695  —0,6386| [\ 0] | 0,7695  0,6386
0,6386  0,7695 | |0 Xo| |-0,6386  0,7695|



