
Aufgabe 1: Hauptkomponentenanalyse

Gegeben sei ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit den Beobachtungen

und

a) Schätzen Sie die Autokorrelationsmatrix und die Autokovarianzmatrix aus den Beobachtun-

gen .

b) Diagonalisieren Sie die Autokovarianzmatrix , d. h. bringen Sie sie in die Form mit

und diag .

Lösung

a) Es liegen Beobachtungen vor. Die Autokorrelationsmatrix ergibt sich aus

mit

und

Die Schätzung von lautet

Zur Bestimmung der Autokovarianzmatrix wird zunächst der Mittelwert des stochastischen Prozesses

benötigt. Dieser berechnet sich zu

Die Schätzung der Autokovarianzmatrix lautet
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b) Zur Diagonalisierung der Autokovarianzmatrix müssen zunächst die Eigenwerte bestimmt werden. Dies

erfolgt durch Lösen des charakteristischen Polynoms:

Daraus ergeben sich die beiden Eigenwerte und .

Zur Bestimmung der Eigenvektoren muss jeweils folgendes Gleichungssystem gelöst werden:

Für den Eigenwert ergibt sich damit

Dabei handelt es sich um ein unterbestimmtes Gleichungssystem, für das unendlich viele Lösungen

existieren. Es wird daher der Eigenvektor mit der Länge eins bestimmt

(L1)

Mit Hilfe dieser Bedingung erhält man den Eigenvektor

Der Eigenvektor zu lässt sich analog dazu aus folgendem Gleichungssystem bestimmen:

Es ergibt sich

Es ist zu erkennen, dass die Eigenvektoren und orthogonal zueinander sind.

Die Diagonalisierung der Autokovarianzmatrix lautet schließlich
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